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ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ΣΕΛΙ∆Α: 1 ΑΠΟ 4

ΤΑΞΗ: Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ & ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

/ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ 

Ηµεροµηνία: Σάββατο 22 Απριλίου 2017 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  και c σταθερός πραγµατικός 

αριθµός. Να αποδείξετε ότι ( )( ) ( )c f x c f x
′

′⋅ = ⋅ για κάθε x∈ℝ . 

Μονάδες 7 

A2. Πότε µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α ονοµάζεται συνεχής στο Α; 

Μονάδες 4 

A3. Πότε δύο ενδεχόµενα Α, Β ενός δειγµατικού χώρου Ω λέγονται ασυµβίβαστα; 

Μονάδες 4 

A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιο 

σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε 

πρόταση. 

α) Η διακύµανση ενός δείγµατος παρατηρήσεων είναι ένα µέτρο διασποράς 

που εκφράζεται µε τις ίδιες µονάδες µέτρησης µε τις οποίες εκφράζονται 

και οι παρατηρήσεις του δείγµατος. 

β) Όταν η κατανοµή για το χαρακτηριστικό που εξετάζουµε είναι κανονική ή 

περίπου κανονική τότε στο διάστηµα ( )x 2s, x 2s− +  βρίσκεται το 68% των 

παρατηρήσεων. 

γ) Όλες οι συναρτήσεις έχουν παράγωγο σε ένα σηµείο 
0
x του πεδίου 

ορισµού τους. 

δ) Αν ( )P A  είναι η πιθανότητα ενός ενδεχοµένου { }1 2 κ
Α α ,α ,.....α= ≠∅ , τότε

( ) ( ) ( ) ( )1 2 κ
P Α P α P α ..... P α= + + +

ε) Η διακύµανση ή διασπορά των παρατηρήσεων 
1 2 ν
t , t ,......t µιας µεταβλητής 

Χ, ορίζεται από τη σχέση ( )
ν

22

i

i 1

1
s t x

ν
=

= −∑

Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β 

∆ίνεται η συνάρτηση ( )
2

x 1
f x , x 0

x

+
= > . 

Β1. Να δείξετε ότι ( )
2

2

x 1
f x , x 0

x

−
′ = > .

Μονάδες 5 

Β2. Να υπολογίσετε το 
( )

x 1

f x
lim

x 1→

′

−
. 

Μονάδες 6 

Β3. Να εξετάσετε ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση f για 

x 0> .

Μονάδες 8 

Β4. Να δείξετε ότι ( )
( ) ( )f x f x

f x x
x 2

′ ′′
= + + .

Μονάδες 6 

ΘΕΜΑ Γ 

Σε ένα επιτραπέζιο παιχνίδι κάθε παίχτης επιλέγει µόνο µια κάρτα η οποία περιέχει 

θετικές ή αρνητικές βαθµολογίες και αναγράφει το βαθµό της. Την πρώτη µέρα 

συµµετείχαν έξι παίχτες των οποίων οι βαθµολογίες ήταν: 

∆είγµα Α: 

-3, -5, 3, 1, -3, -5 

Τη δεύτερη µέρα συµµετείχαν είκοσι παίχτες των οποίων οι βαθµολογίες 

συγκεντρώθηκαν στο παρακάτω πίνακα  

∆είγµα Β 

Βαθµοί 

i
x

Πλήθος 

παικτών 

i
ν

Σχετική 

συχνότητα 

i
f

2 
1
ν

1
f 0, 4=

4 
2
ν

2
f

6 
3
ν

3
f

8 
4
ν

4
f

Σύνολο ν 
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Ισχύει ότι 
2 A

3
ν R

4
= ⋅ , 2

3 A
ν x=  όπου 

A
R  το εύρος και 

Α
x  η µέση τιµή των βαθµών του 

δείγµατος Α. 

Γ1. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή 
Α
x , τη διάµεσο 

A
δ  και το εύρος 

A
R  των βαθµών 

του δείγµατος Α. 

Μονάδες 6 

Γ2. Να υπολογίσετε τις συχνότητες 
1 2 3 4
ν , ν , ν , ν  του δείγµατος Β (µονάδες 4). Στη

συνέχεια να αντιγράψετε στο τετράδιο σας συµπληρωµένο τον πίνακα 

συχνοτήτων του δείγµατος Β (µονάδες 3). 

Μονάδες 7 

Γ3. Να βρείτε: 

i) τη µέση τιµή
B
x του δείγµατος Β. 

Μονάδες 4 

ii) τη διάµεσο
B
δ  του δείγµατος Β.

Μονάδες 3 

iii) να εξετάσετε αν το δείγµα Β είναι οµοιογενές.

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ ∆ 

Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης ο οποίος αποτελείται από απλά 

ισοπίθανα ενδεχόµενα. Για δύο ενδεχόµενα Α, Β του δειγµατικού χώρου Ω ισχύουν:  

• H πιθανότητα να πραγµατοποιείται το Α και όχι το Β ισούται µε το µισό της

πιθανότητας να πραγµατοποιούνται συγχρόνως τα Α, Β. 

• H πιθανότητα να πραγµατοποιείται τουλάχιστον ένα από τα Α, Β ισούται µε
1

2
. 

• Η πιθανότητα να πραγµατοποιείται το Β είναι διπλάσια της πιθανότητας να

πραγµατοποιείται το Α. 

∆1. Nα αποδείξετε ότι ( ) ( )
3 3

P A , P B
14 7
= = . 

Μονάδες 8 

∆2. Nα υπολογίσετε τις πιθανότητες: 

i) ( )P A
 ′∪Β
  

Μονάδες 4 

ii) ( )P ′Β∩Α

Μονάδες 4 
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iii) Να πραγµατοποιείται το πολύ ένα από τα Α, Β.

Μονάδες 4 

∆3. Έστω µια γνησίως φθίνουσα συνάρτηση f : →ℝ ℝ .

Να διατάξετε από το µικρότερο στο µεγαλύτερο τους αριθµούς: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f A , f A B ,f A B ,f BΝ Ν ∩ Ν ∪ Ν

Οπού N(A), N(B), N(A∩B), N(A∪B) το πλήθος των στοιχείων των 

αντίστοιχων ενδεχοµένων του δειγµατικού χώρου Ω. 

Μονάδες 5 
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ΤΑΞΗ: Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ & ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

/ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ 

 

Ηµεροµηνία: Σάββατο 22 Απριλίου 2017 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό Βιβλίο Σελίδα: 30. 

 

Α2. Σχολικό Βιβλίο Σελίδα: 16. 

 

Α3. Σχολικό Βιβλίο Σελίδα: 142. 

 

Α4. α. Λάθος 

β. Λάθος 

γ. Λάθος 

δ. Σωστό 

ε. Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

B1. Είναι ( )
2 2

x 1 x 1 1
f x x , x 0

x x x x

+
= = + = + >  

H συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη µε 

( )
2

2 2

1 1 x 1
f x x 1 , x 0

x x x

′ − ′ = + = − = > 
   

 

B2. Είναι 
( ) ( )( )

( )

2

2

2 2
x 1 x 1 x 1 x 1

x 1

f x x 1 x 1 x 1 1 1x
lim lim lim lim 2

x 1 x 1 x x 1 x 1→ → → →

−

′ − + + +
= = = = =

− − −  
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B3. Για κάθε x 0>  έχουµε: 

( ) ( )( )
2 x 1 0

2

2

x 1
f x 0 0 x 1 0 x 1 x 1 0 x 1 0 x 1

x

+ >−
′ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ − + = ⇔ − = ⇔ =  

( ) ( ) ( )
22 x 0 x 1 0

2

2

x 1
f x 0 0 x 1 0 x 1 x 1 0 x 1 0 x 1

x

> + >−
′ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ − + > ⇔ − > ⇔ >  

 

Τα διαστήµατα µονοτονίας και το ακρότατο της f φαίνονται στον πίνακα που 

ακολουθεί: 

 

 
 

Εποµένως η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ( ]0,1  και 

γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [ )1,+∞ . Παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση 1 ίσο 

µε ( )f 1 2= . 

 

B4. H δεύτερη παράγωγος της f είναι: 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )2 2 2 2 3 2
2

22 4 4 3
2

x 1 x x 1 x 2x 2x x 1x 1 2x 2
f x

x x x xx

′ ′′ − ⋅ − − ⋅ − − −
′′ = = = = = 

 
  

Εποµένως,  

( ) ( )

2

2 2
2 3

3 3

x 1 2

f x f x x 1 1 x 1x x
x x x

x 2 x 2 x x

−

′ ′′ − −
+ + = + + = + + =

1+
( )

2

3

1 x 1
x x f x

x x x

+
+ = + = =

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Είναι, 
Α

3 5 3 1 3 5 12
x 2

6 6

− − + + − − −
= = = −  

Για να βρούµε τη διάµεσο τοποθετούµε τις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά  

5, 5, 3, 3, 1, 3− − − −  

Επειδή έχουµε άρτιο πλήθος παρατηρήσεων, η διάµεσος ισούται µε το 

ηµιάθροισµα των δύο µεσαίων παρατηρήσεων δηλαδή της 3
ης

 και της 4
ης

 

παρατήρησης άρα, 

Α

3 3
δ 3

2

− −

= = −  

x 

f΄(x) 

f (x) 

0 1 +∞ 

+ – 0 
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Το εύρος βρίσκεται αφαιρώντας τη µικρότερη από τη µεγαλύτερη 

παρατήρηση. ∆ηλαδή,  

( )A
R 3 5 8= − − =  

 

Γ2. Αφού είναι 
1
f 0, 4=  και το µέγεθος του δείγµατος είναι v 20=  παίκτες τότε  

1

1 1 1

ν
f ν f ν 0, 4 20 8

ν
= ⇔ = ⋅ = ⋅ =  

Επίσης είναι 
2 A

3 3
ν R 8 6

4 4
= ⋅ = ⋅ =  και ( )

22

3 A
ν x 2 4= = − = .  

Το άθροισµα των συχνοτήτων ισούται µε το µέγεθος του δείγµατος Α άρα: 

1 2 3 4 4
ν ν ν ν 20 ν 20 8 6 4 2+ + + = ⇔ = − − − =  

 

Εποµένως ο πίνακας συµπληρώνεται ως εξής, 

 

Βαθµοί 

i
x  

Πλήθος 

παικτών 

i
ν  

Σχετική 

συχνότητα 

i
f  

2 8
 

0,4
 

4 6 0,3 

6 4
 

0,2
 

8 2
 

0,1
 

Σύνολο 20 1 

 

Γ3. i) Η µέση τιµή υπολογίζεται από τον τύπο 
4

i i

i 1

1
x x ν

ν
=

= ⋅∑ .  

Για το άθροισµα 
4

i i

i 1

x ν

=

⋅∑ µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα, 

Βαθµοί 

i
x  

Πλήθος 

παικτών 

i
ν  

i i
x ν⋅  

2 8  16  

4 6  24  

6 4  24  

8 2  16  

 

Σύνολο 

 

20 

4

i i

i 1

x ν 80

=

⋅ =∑  

Άρα 
4

Β i i

i 1

1 80
x x ν 4

ν 20
=

= ⋅ = =∑  
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ii) Για τον υπολογισµό της διαµέσου του άρτιου δείγµατος Β βρίσκουµε τις 

αθροιστικές συχνότητες Ni 
 

Βαθµοί 

i
x  

Πλήθος 

παικτών 

i
ν  

Αθροιστική 

συχνότητα 

Ni 

2 8  8  

4 6  14  

6 4  18  

8 2  20  

Σύνολο 20  
 

Αφού το πλήθος είναι άρτιο, είναι 10 11

Β

t t 4 4
δ 4

2 2

+ +
= = =  

 

iii) Με τη βοήθεια του πίνακα  
 

Βαθµοί 

i
x  

Πλήθος 

παικτών 

i
ν  

 

i
x x−  

 

( )
2

i
x x−  

 

( )
2

i i
x x ν− ⋅  

2 8  -2 4 32 

4 6  0 0 0 

6 4  2 4 16 

8 2  4 16 32 

Σύνολο 20   80 
 

βρίσκουµε ότι η διακύµανση ισούται µε, ( )
4

22

Β i i

i 1

1 80
s x x ν 4

ν 20
=

= − ⋅ = =∑  
 

Εποµένως η τυπική απόκλιση του δείγµατος Β ισούται µε τη θετική ρίζα 

της διακύµανσης, δηλαδή είναι 
Β
s 2=  

 

Ο συντελεστής µεταβολής του δείγµατος Β ισούται µε, 

B

B

B

s 2 1
CV 0,5

x 4 2
= = = =  

 

Άρα 
B

CV 50% 10%= > που σηµαίνει πως το δείγµα Β δεν είναι οµοιογενές.  
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Σύµφωνα µε τα δεδοµένα έχουµε  

( )
1

P A B
2

∪ =  (1) 

( )
( )P A B

P B
2

∩
Α− =  

 

Η τελευταία γίνεται: 

( )
( )

( ) ( )
( )P A B P A B

P B P A P A B
2 2

∩ ∩
Α− = ⇔ − ∩ =   

( ) ( ) ( ) ( )
2

2P A 3P A B P A B P A
3

⇔ = ∩ ⇔ ∩ = (3) 

 

Από τον προσθετικό νόµο µε τη βοήθεια των (1) (2) και (3) προκύπτει, 
 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 , 2 , 3

1 2
P A 2P A P A

2 3
⇔ = + −  

( ) ( )
3

3 14P A P A
14

⇔ = ⇔ =  

άρα  

( ) ( ) ( )
3 3

2 P 2P A 2
14 7

⇔ Β = = ⋅ =  

 

∆2. Για τις πιθανότητες των ενδεχοµένων ( )A B
′

∪  και B A′∩  έχουµε: 

i) ( ) ( ) ( )
1 1

P B 1 P A B 1 P B
2 2

   ′ ′Α∪ = − ∪ = − ⇔ Α∪ =
      

  

ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 3 2

P P B A P B P A B P B P A
3 7 3 14 7

′Β∩Α = − = − ∩ = − = − =   

iii) To ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το ( )A B
′

∩   
 

Άρα η πιθανότητα του ισούται µε: 

( ) ( )
1 6

P 1 P 1
7 7

 ′Α∩Β = − Α∩Β = − =
  
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∆3. Είναι ( ) ( )
3 3 6

P A , P B
14 7 14

= = =

 
( ) ( )

1 2 1 7
,P A , P B

7 14 2 14
∩Β = = Α∪ = =

 

Είναι: 

P B∩Β < < < Α∪

  
Ν Ν Ν Α∪Ν Α∩Β

⇔ < < <
Ν Ω Ν Ω Ν Ω Ν Ω

 

( ) ( ) ( ) ( )A A B B⇔ Ν ∩Β < Ν < Ν < Ν Α∪

  

και αφού η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα θα ισχύει ότι: 
 

( )f A f A f B f BΝ ∩Β > Ν > Ν > Ν Α∪
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